Die Einfithrung der Entropie als Irreversibilitatsmals —
Begriffsbildung und Anwendung auf einfache Beispiele

Udo Backhaus und Hans Joachim Schlichting
(aus: Der mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht 34/5, 282 (1981))

Im Unterschied zur tiblichen Entropieeinfiihrung wird hier ein Begriffsapparat
entwickelt, mit dem es maoglich ist, die Entropie ohne Kenntnis der Thermo-
dynamik idealer Gase als Maf$ fir die Unumkehrbarkeit (Irreversibilitit) na-
tirlicher Vorginge zu begreifen. Die Autoren hoffen, dadurch ein Verstindnis
der Entropie in der Schule zu ermdglichen, das der tibergreifenden Bedeutung
dieses Konzeptes gerecht wird.

1 Einleitung

Trotz ihrer groflen Bedeutung in allen Naturwissenschaften wird die Entropie in der Schule
bisher nur selten iiberhaupt erwéhnt. Thre Behandlung gilt als zu schwierig. Das mag daran
liegen, dass die bisherigen Vorschldge zur Einfiihrung ausgehen von der Eigenschaft der
Entropie, bei reversiblen Vorgdngen unverandert zu bleiben. Dadurch wird nicht nur das
Verstédndnis der {iberragenden Stellung der Entropie erschwert, sondern insbesondere der
Bezug dieser Grofe zur Lebenswelt verschleiert: Schliefslich gibt es in der Natur keine
reversiblen Prozesse.

In einem vorangegangenen Aufsatz 1| haben wir deshalb dafiir plddiert, die Entro-
pie als eine Grofe einzufiihren, die geeignet ist, Ordnung in eine grofte Klasse alltidglich
erfahrbarer Phinomene zu bringen. Wir gingen dabei aus von der offensichtlichen Un-
umkehrbarkeit spontaner Prozesse. Die Beobachtung, dass verschiedene solcher Prozesse
sich gegenseitig dazu veranlassen kénnen, entgegen der spontanen Richtung abzulaufen,
nahmen wir als Hinweis fiir die unterschiedliche Starke der Unumkehrbarkeit, fiir die ein
quantitatives Mak entwickelt wurde. Die Messung der Irreversibilitéit eines Prozesses be-
stand schliefslich aus der Untersuchung, wie oft dieser einen anderen irreversiblen Prozess
,zuriickspulen® kann.

Die dabei benutzten Ausdriicke — insbesondere ,Prozess®, ,Irreversibilitit eines Pro-
zesses”, ,mehrmaliges Ablaufen“ und ,Zuriickspulen von Prozessen“ — bediirfen noch der
Erlduterung, zumal sich ihre Bedeutung zum Teil entscheidend vom iiblichen Sprachge-
brauch unterscheidet. Ziel dieses Aufsatzes ist deshalb die Entwicklung eines Begriffsap-
parates (in Anlehnung an R. GILES [2]), eine Priizisierung der Argumentationskette und
die Andeutung der Beziehungen zum iiblichen Vorgehen. Dabei zeigt sich, dass hohere
Mathematik und die Kenntnis der Thermodynamik idealer Gase erst bei der Behandlung
der absoluten Temperatur bendtigt werden, also keine Voraussetzung fiir die Entropieein-
fiihrung darstellen.
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Abbildung 1: Addition von Zustinden

2 Prazisierung der Begriffe

2.1 Vereinigung von Zustinden

Um das mehrfache Ablaufen von Prozessen beschreiben zu konnen, muss zunichst die
Summe zweier Zustinde erklart werden:

Zwei Systeme A und B konnen betrachtet werden als ein einziges System C'. Befinden
sich die Einzelsysteme in den Zustinden a und b, dann schreibt man fiir den Zustand des
zusammengesetzten Systems ¢ = a o b (Abb. 1).

2.2 Ubergehen eines Zustandes in einen anderen

Wenn sich der Zustand eines Systems A innerhalb eines gewissen Zeitintervalls éndert,
sagt man, ein natirlicher Prozess habe stattgefunden. Im allgemeinen wechselwirkt A in
dieser Zeit mit anderen Systemen. Man betrachtet dann A als Teil eines groferen isolierten
Systems . Dabei ist es moglich, dass bei einigen Teilen von I Anfangs- und Endzustand
ibereinstimmen.

Man sagt, ein System sei an einem Prozess beteiligt, wenn sich Anfangs- und Endzu-
stand unterscheiden.

Wenn es einen natirlichen Prozess gibt, an dem nur ein System A mit den
Zustinden ay und ay beteiligt ist, dann schreiben wir ax — as und sagen ,,a;
geht tiber in as*“.

Um schreiben zu kénnen a; — as, muss also entweder A wihrend des Prozesses isoliert
bleiben, oder, wenn das nicht der Fall ist, diirfen sich die Zustinde der Umgebung vor und
nach dem Prozess nicht unterscheiden. Wenn also a; — as gilt, dann haben die Zustéinde
a; und ay insbesondere dieselbe Energie und dieselben Teilchenzahlen (bzw. Mengen).

Es muss hier betont werden, dass die Relation ,,—* nur eine Beziehung zwischen Zu-
stinden darstellt, nicht aber der Kennzeichnung irgendwelcher ,Prozessrealisierungen®
dient: Man schreibt ndmlich schon a; — ay, wenn es eine Prozessrealisierung gibt, unab-
hingig davon, ob es noch andere gibt.



2.3 Prozesse

Ein (formaler) Prozess ist ein geordnetes Paar von Zustdnden. Prozesse schreiben al-
so nicht bestimmte Realisierungen vor, sondern lediglich Anfangs- und Endzusténde, d.
h. Zustandsinderungen. Wir schreiben sie deshalb als Zustandspaare in eckige Klammern
und kennzeichnen sie mit kleinen griechischen Buchstaben. Zustdnde werden durch kleine
lateinische Buchstaben gekennzeichnet und — wenn notig — durch einen Index fiir das be-
trachtete System und Angabe der zugehorigen Werte der Zustandsgrofen in Klammern
naher erldutert.

Beispiel

Bei der isenergetischen Expansion eines Gases (G) dndert sich nur das Volumen V', nicht
aber Energie F¥ und Menge n des Gases. Dieser Prozess wird deshalb folgendermafsen
beschrieben:

a = lag(E,V,n), ag(E,V + AV,n)].

Die konstanten Zustandsgréfien werden oft auch fortgelassen:

a=lag(V), ag(V + AV)].

Prozesse werden unterschieden nach ihrem Verhalten gegeniiber ,,—“: Ein Prozess heifst

e natirlich, wenn a — b,
e natirlich reversibel, wenn a — b und b — a, und

e natiirlich irreversibel, wenn a — b und b /4 a.

Prozesse werden in naheliegender Weise addiert:

Befinden sich am Anfang eines Prozesses die Systeme A und B in den Zustidnden a
und b und zum Schluss in den Zustdnden o’ und ¥, dann haben die Systeme die Prozesse
a = [a,d] und § = [b,V] durchlaufen. Den Gesamtprozess bezeichnen wir mit

a®pf=aobad ol

Beispiel

Bei dem Prozess a: ,Dissipation mechanischer Energie” dndert sich der Anfangszustand
a,, eines mechanischen Systems in den Endzustand a!, durch Abnahme der Anfangs-
energie I, um einen gewissen Betrag AFE. Gleichzeitig verandert sich der Zustand eines
thermischen Systems von b; nach b, dadurch, dass ohne Formverdnderung seine Energie
E um AFE - und damit seine Temperatur ¥ um A — zunimmt. Der Prozess a kann
also zerlegt werden in zwei Teilprozesse, ndmlich den Prozess «,,: ,,Energieabnahme eines
mechanischen Systems* und den Prozess «y: ,jisochore Energiezunahme eines thermischen
Systems:



a = [an(En)ob(E,Y), a, (B, — AFE)ob(E+ AE, ¥+ A9)]
= |am(En), a,,(E, — AE)] & [b,(E, V), V,(E+ AE, 9+ AV)]

m

= Oy D ay.

Lauft ein natiirlich irreversibler Prozess mit einem anderen Prozess zusammen ab, so
kann es vorkommen, dass der Gesamtprozess weniger irreversibel ist als der Einzelprozess
— im Grenzfall verschwindender Irreversibilitit sogar reversibel.

Beispiel: Isotherme (isenergetische) Expansion eines idealen Gases.

1. Der Prozess ist natiirlich irreversibel, weil er allein ablaufen kann (freie Expansion)
und nicht allein zuriicklauft:

a/G<E7‘/719) —)CL&(E,V—FAV;I?)

2. Bei gleichzeitigem Entzug von Wirme aus einem Wérmebad der Temperatur ¥ und
Zufuhr von Energie auf ein mechanisches System kann der Gesamtprozess natiirlich
reversibel sein:

ag(E,V,9)owy(Ey) om(Ey,) <> ag(E,V + AV, 9) owy(E, — AE) om/(E,, + AE).

sReversibelmachen eines Prozesses o bedeutet das Auffinden anderer Prozesse, die
zusammen mit « einen natirlich reversiblen Prozess bilden.

2.4 Messung der natiirlichen Irreversibilitat

Wir hatten einen Prozess « stérker irreversibel genannt als einen Prozess §, wenn a (8
wzuriickspulen” kann (in Zeichen: ;o — (). Nun lésst sich genau beschreiben, was damit
gemeint ist:

Der Prozess, zu dessen Beginn ein System A im Anfangszustand von « und ein System
B im Endzustand von [ vorliegt und nach dessen Ablauf A den Endzustand von «, B
aber den Anfangszustand von § angenommen hat, ist natiirlich, lduft also von allein ab;
oder kiirzer: o bildet zusammen mit der Umkehrung von § (sie wird mit —f bezeichnet)
einen natiirlichen Prozess:

a—f << [a,d]—[b] {D:ei aob' — a'ob <= «aOp ist ein natirlicher Prozess.

Die Definition nimmt damit folgende Form an:

Messung der natirlichen Irreversibilitdt

1. I'la) =I'(B) & a <> [ < a o B ist natiirlich reversibel,
2. I'a)=z-I'(f) ©@ a4+ z-f < acz- [ ist natirlich reversibel, z € Z*.



Zur Verdeutlichung wenden wir dieses Messverfahren noch einmal auf die isotherme
Dissipation mechanischer Energie an. Sie wurde schon in [1| ausfiihrlich diskutiert mit
dem Ergebnis, dass die natiirliche Irreversibilitit (sie wurde in [1] nur mit Irreversibili-
tat“ bezeichnet) solcher Prozesse zur ,yerlorenen® mechanischen Energie ist. Mit dem jetzt
erreichten Argumentationsniveau lisst sich eine vollstindige Begriindung fiir dieses Er-
gebnis geben, das damals aufgrund der alleinigen Betrachtung des mechanischen Systems
aufgestellt wurde:

Beispiel

Sei o der Prozess ,Isotherme Dissipation der mechanischen Energie AE in einem Warme-
bad der Temperatur %

a = lanm(Ey) ocwy(Ey), a, (E, — AE) owy(FE, + AE)]
Der Prozess § unterscheide sich von o nur durch den doppelt so groften Energieumsatz:

B = [am(Em) 0 wy(Ey), a'(Em — 2AE) o w!)(E, + 2AF)]

m

Dass 3 a genau zweimal zuriickspulen kann, kann man sich folgendermafen iiberlegen:
Wenn azweimal zuriicklauft, wird dem Warmebad genauso viel Energie entzogen, wie
ihm beim Ablaufen von ( zugefiihrt wurde. Insgesamt ist dann das Warmebad gar nicht
beteiligt, und der zusammengesetzte Prozess ist die Energieiibertragung zwischen zwei
mechanischen Systemen. Ein solcher Prozess ist natiirlich reversibel, lduft also in beiden
Richtungen ,yon selbst ab. Das heifst aber gerade, dass § « zweimal zuriickspulen kann
und dass a zweimal ablaufen muss, um S zuriickspulen zu kénnen. Formal sieht dieser
Gedankengang folgendermafien aus:

b < «
< |amowy, a, owyl < 2[a, 0wy, a,, o wy
< apowyo2a, 02wy < al owyoa,o 2w

Da das Zusammenfiigen zweier Wiarmebéder gleicher Temperatur wieder ein Wirme-
bad ergibt, kann diese Aussage folgendermafsen vereinfacht werden:

2a, owy(2E,, +2AE) <+ al oa,owy(2E, + 2AF)
<— 2d,(E,—AF) < a (E,—2AF)oa,(E,).

Die letzte Aussage beinhaltet die Reversibilitit des Energieaustausches zwischen me-
chanischen Systemen, ist also richtig — und damit auch die Behauptung.
Verallgemeinerung der Argumentation ergibt:

Die natiirliche Irreversibilitit der Dissipation mechanischer Energie ist bei
konstanter Temperatur proportional zur dissipierten Energie. Die Proportio-
nalitdtskonstante nimmt mit wachsender Temperatur monoton ab.

Der zweite Teil der Aussage ergab sich schon frither [1].
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3 Erweiterung der Irreversibilititsmessung auf adiaba-
tische Prozesse

Bisher wurden die Irreversibilititen von Gesamtprozessen gemessen, wie z. B. der Tem-
peraturanniherung zwischen zwei Kérpern aufgrund von Wiarmeleitung. Da es sehr viele
solcher Prozesse gibt, miissten sehr viele Messungen durchgefiihrt werden, um fiir alle an-
geben zu konnen, wie stark unumkehrbar sie sind. Okonomischer wire es, wenn man den
Zustandsidnderungen der beteiligten Systeme einzeln Irreversibilititen zuordnen und die
Irreversibilitidt des Gesamtprozesses additiv aus denen der Zustandsdnderungen der be-
teiligten Systeme zusammensetzen konnte: Um beispielsweise den Austausch der Energie
AFE zwischen zwei Korpern A und B aufgrund von Wéirmeleitung fiir je fiinf verschie-
dene Anfangstemperaturen v/, und ¥z der beiden Korper zu untersuchen, brauchte man
dann statt der bisher erforderlichen 25 Messungen (fiir die moglichen Kombinationen der
Anfangstemperaturen) nur deren zehn (namlich fiinf fiir jeden Korper). Hier tritt jedoch
folgende Schwierigkeit auf: Bisher konnen Irreversibilitdten nur von natiirlichen, und das
heifit insbesondere isenergetischen, Prozessen bestimmt werden. Die Zustandsdnderung
der an solchen natiirlichen Prozessen beteiligten Systeme sind aber i. a. nicht isenerge-
tisch. Im Gegenteil: Die meisten natiirlichen Vorgéinge bestehen in einem Energieaustausch
zwischen Systemen.
Formal haben wir also folgende Situation: Die Zerlegung

I/[(ll (¢] bl, Q9 O bg] = I,[a,l,(lg] + I/[bl, bg]

ist i. A. nicht moglich.

3.1 Mechanische Systeme und Prozesse

Das Ziel ist also die Bestimmung der Irreversibilitdt von mit Energieinderung verbunde-
nen Prozessen. Es stellt sich damit die Frage, wie man die Energie eines Systems dndern
kann, ohne dass aufserhalb etwas Unumkehrbares passiert.

Dafiir kann sich aber bereits an dieser Stelle ein Gefiihl entwickelt haben, z. B. anhand
folgender Experimente [3]:

1. Bei dem Vergleich der Irreversibilitdten isothermer Druckiinderungen von (idealen)
Gasen werden zundchst durch die Expansion eines Gases Gewichtsstiicke gehoben,
die dann ihrerseits die Kompression eines anderen Gases bewirken.

2. Zum Vergleich der Irreversibilitdten chemischer Reaktionen kann man diese in elektro-
chemischen Zellen ablaufen lassen, mit einer Reaktion also elektrische Energie ge-
winnen, mit der die zweite zuriickgespult wird.

Bei vielen Irreversibilitdtsmessungen wird also die Energie zunéchst auf ein mechanisches
(bzw. elektrisches) System iibertragen und dann von diesem wieder abgegeben.

Das fiihrt auf die Betrachtung (bzw. die Wiederholung) der Eigenschaften mechani-
scher (bzw. elektrischer) Systeme mit folgenden Eigenschaften:

1. Natiirliche Prozesse mechanischer Systeme sind reversibel.



2. Zu jedem mit Energiednderung verbundenen mechanischen Prozess kann man einen
zweiten mechanischen Prozess finden, so dass beide zusammen ,yon selbst ablaufen,
nach 1 also reversibel sind.

3. Die Ubertragung von Energie von einem beliebigen System A auf ein mechanisches
System M ist umkehrbar in folgendem Sinne: Energie, die im Rahmen eines na-
tiirlichen Prozesses von A auf M {ibertragen wurde, kann so wieder von M an A
abgegeben werden, dass der zusammengesetzte Prozess natiirlich ist. Oder einfa-
cher ausgedriickt: Ein mechanisches System kann alle ihm {ibertragene Energie ,yvon
allein“ wieder abgeben.

Die so eingefiihrten mechanischen Systeme stellen eine Idealisierung an bestimmten
Systemen gemachter Erfahrungen dar. In der Praxis kénnen Systeme als mechanisch be-
trachtet werden, wenn die durch sie (z. B. durch Reibung) verursachten Irreversibilitidten
im Rahmen der angestrebten Genauigkeit vernachlissigt werden konnen.

3.2 Messverfahren fiir die (adiabatische) Irreversibilitit

Diese Eigenschaften mechanischer Systeme legen es nahe, die beim Irreversibilititsver-
gleich mit Energieinderungen verbundenen Prozessen notwendige Energieanpassung mit
Hilfe von mechanischen Prozessen vorzunehmen. Ausgedriickt als Messverfahren fiir die
(adiabatische) Irreversibilitit (der Zusatz ,adiabatisch® wird meist fortgelassen):

1. Gleichheit: Zwei Prozesse sind gleich irreversibel, wenn sie sich mit Hilfe einer Zu-
standsédnderung eines mechanischen Systems gegenseitig zuriickspulen konnen.

Formal: I[ay,as] = I[by,bs] <=

Es gibt einen mechanischen Prozess p mit Anfangszustand m; und Endzustand mo,
so dass gilt:

ajobyomy <> asobomy <= «a& [ @ pist natiirlich reversibel.

2. Vielfachheit: Ein Prozess « heifst doppelt so irreversibel wie ein Prozess 3, wenn
a [ mit Hilfe eines mechanischen Prozesses zweimal zuriickspulen kann und wenn
umgekehrt [ zweimal ablaufen muss, um « mittels eines mechanischen Prozesses
zuriickspulen zu konnen.

Formal: I[ay,as] = 2I[by,bs] <=

Es gibt einen mechanischen Prozess p mit Anfangszustand m; und Endzustand ma,
so dass gilt:
a102b20m1 <—>a202blom2

oder allgemein:
I[(ll,ag] :Z'I[bl,bg] A

Es gibt einen mechanischen Prozess p, mit dem gilt:

a© z - [ @ u ist natiirlich reversibel.

7



Da mit dem bisherigen Verfahren die natiirlichen Irreversibilitdten aller natiirlichen
Prozesse und ihrer Umkehrungen gemessen werden konnten (vgl. [1]), kénnen mit Hilfe
des neuen Messverfahrens offenbar alle die Prozesse (bzw. ihre Umkehrungen) miteinander
verglichen werden, die zusammen mit einem mechanischen Prozess ,yon selbst® ablaufen.
Solche Prozesse nennen wir adiabatisch:

Fin Prozess heifit adiabatisch ((adiabatisch) irreversibel, (adiabatisch) rever-
sibel), wenn er zusammen mit einem mechanischen Prozess einen natirlichen
(natirlich irreversiblen, natirlich reversiblen) Prozess bildet.

Diese Definition der Adiabasie deckt sich fast, aber nicht ganz mit der iiblichen: So
ist nach dieser Definition die isochore Temperaturerhhung eines Systems ein adiabati-
scher Prozess, wihrend die Eigenschaft der Adiabasie iiblicherweise von der Art der Ener-
giezufuhr abhéngt. Dieser leichte Bedeutungswandel ist notig, damit Prozesse weiterhin
eindeutig durch Anfangs- und Endzustand charakterisiert sind.

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen kann die Definition der (adiabatischen) Irrever-
sibilitdt folgendermafen aufgeschrieben werden:

Irreversibilitdtsmessung

1. I(a) > I(B) <= a6 istirreversibel,
2. I(a)=2-1(f) <= «aOz-[ ist reversibel.

3.3 Folgerungen aus dem Messverfahren

Die folgenden Eigenschaften der Irreversibilitit folgen direkt aus der Definition:

1. Aufgrund der Eigenschaften mechanischer Systeme lauft das neue Messverfahren
darauf hinaus, allen mechanischen Zustandsinderungen — auch denen, die mit Ener-
gieinderung verbunden sind — die Irreversibilitdt null zuzuordnen.

2. Verabredet man fiir beide Messverfahren denselben Einheitsprozess, dann stimmen
fiir jeden natiirlichen Prozess beide Irreversibilitatsmalfse {iberein.

3. Aus 1. und 2. folgt: Die Irreversibilitit eines adiabatischen Prozesses ist gleich der
natiirlichen Irreversibilitdt des zugehorigen natiirlichen Prozesses.

Die Bedeutung der Irreversibilitit soll am Beispiel der mit Temperaturerhéhung ver-
bundenen Dissipation mechanischer Energie erlautert werden:

Beispiel

Sei « der Prozess ,,Dissipation der mechanischen Energie AE an einem Korper der Anfang-
stemperatur vy, bei dem sich also die Energie eines mechanischen Systems M zugunsten
einer entsprechenden isochoren Energiezunahme (und damit Temperaturerhohung) eines
thermischen Systems 7" verringert:



a = [a(E, %) om(E,), ai(E+ AE, 9y + AY) omy(E,, — AE)]
= [a(E, %), a1(E+ AE, 9 + AY)] & [m(Ey), mi(E, — AE)]

= o Da,

1) Die Zustandsinderung von 7" bildet also zusammen mit der Energieabnahme von
M den natiirlich irreversiblen Prozess ,Dissipation mechanischer Energie“. Mit anderen
Worten:

Die Temperaturerhohung eines Kérpers ist ein irreversibler Prozess.

2) Der Prozess [ unterscheide sich von « nur durch einen groferen Energieumsatz
AE >AE ( = AV > AY):

B = [a(E,d0), as(E + AE 9o+ AY)| ® [m(E), ma(Ey — AE)]

B kann « offenbar zuriickspulen: Wenn némlich zunéchst die Energie AE’ von M auf
T und anschliefend AFE von T auf M {ibertragen wird, dann ist im Endeffekt die Energie
AE" — AF > 0 in T dissipiert worden. f3; kann also «; durch den mechanischen Prozess
Bm © @ (,Energieabnahme von M um AE" — AEY) zuriickspulen, d. h. j3; ist stérker
irreversibel als a;.

Formal ergibt sich dieses Ergebnis folgendermafen:

Boa = [a(E,Y)oa(E+ AE, g+ AY), as(E + AE' 9y + AY') o a(E,9y)]
@&m(E,,) omi(E,, — AE), my(E,, — AE') om(E,,)]
[a1(FE + AFE, ¥y + AV), as(E + AE', 9y + AY)] & [my(E,, — AFE), my(E,, — AE')]
= (Lo ® (PO an).

B © a stellt also die natiirlich irreversible Dissipation der Energie AE’ — AFE dar; d.
h. aber gerade, dass (; © a; irreversibel ist und damit [3; stirker irreversibel als ay. .

Bei fester Anfangstemperatur ist die Temperaturerhéhung eines Kdrpers um
AY umso stdarker irreversibel, je griffer A ist.

3) Der Prozess v unterscheide sich von « durch den doppelt so grofen Energieum-
satz (und damit durch eine doppelt so grofe Temperaturerhthung von T'). Nach 2) ist ~y
starker irreversibel als a. Dass 7 aber weniger als doppelt so irreversibel ist, kann man
sich folgendermafen iiberlegen: Wenn « zweimal in natiirlicher Richtung und 7 einmal
entgegengesetzt dazu ablduft, kann man erreichen, dass M an dem Gesamtprozess gar
nicht beteiligt ist.

Drei Exemplare von T liegen anfanglich mit den Temperaturen 9y, ¥y und 99 + 2A9,
und schlieflich mit ¢y, 9, AJ und 9y + Ay vor. Diese Zustandséinderung lduft durch
Wirmeleitung von selbst ab, an der ein Exemplar von 7" mit der Anfangstemperatur



nicht beteiligt ist. Der Prozess a; kann also 7, durch zweimaliges Ablaufen zuriickspulen
(sogar ohne Hilfe eines mechanischen Prozesses!). D. h. 2q; ist stérker irreversibel als v
, und damit ist v, weniger als zweimal so stark irreversibel wie «;. Das ist auch das, was
man anschaulich erwartet: Dissipation einer bestimmten Energiemenge (hier: 2AFE) ist
umso irreversibler, je kleiner die bewirkte Temperaturerhohung ist.

Formal:

2007 = 20 9% D (2040, © Yim)
= [QG(E, ’190) @) (lg(E -+ QAE, ’190 + 2AQ9), 2(11(E + AE, 190 -+ Aﬂo) e} CI,(E, 190)]
®2m(E,,) o m3(E,, — 2AE), 2my(E,, — AE) om(E,,)].

26 stellt also den Temperaturausgleich zwischen gleichen Kérpern mit den Tempe-
raturen 1y und 99 + 2A9 verbunden mit einem Energieaustausch zwischen mechanischen
Systemen dar. 2ac © 7y ist also natiirlich irreversibel und damit 2a; © 7, irreversibel.

In diesem Spezialfall kann man auch kiirzer argumentieren: 2a; © 7, ist ein Tempe-
raturausgleichsprozess und damit natiirlich irreversibel. 2a; © ~; ist deshalb insbesondere
(adiabatisch) irreversibel. Das Ergebnis ist auferdem eine Folge von 4.

Verallgemeinerung der Argumentation ergibt:

Bei fester Anfangstemperatur ist die Irreversibilitit der Temperaturerhéhung
eines Kdorpers eine konvexe Funktion von Ad.

4) Schon frither hatten wir gesehen, dass die natiirliche Irreversibilitit der Energiedissi-
pation mit abnehmender Temperatur wichst [1]. Der Satz war zwar nur fiir die isotherme
Dissipation formuliert worden, die Ableitung war jedoch allgemeiner. Der Sachverhalt
kann jetzt folgendermafsen formuliert werden:

Die Erhéhung der Temperatur eines Korpers um Ad ist umso stdarker irrever-
sibel, je niedriger die Anfangstemperatur des Kdrpers ist.

Die wesentlichen Charakteristika des bekannten Verhaltens

Ty + AT

AS =Cln T

haben sich so ohne Mathematik allein aufgrund der Eigenschaften mechanischer Systeme
und der natiirlichen Irreversibilitit der Wéarmeleitung ergeben.

3.4 Isochore Temperaturerhohung idealer Gase

Um die Tragfihigkeit der bisherigen Begriffsbildung zu demonstrieren, soll anhand ei-
nes bekannten Beispieles gezeigt werden, wie quantitative Ergebnisse abgeleitet werden
konnen. Bei dem Beispiel miissen die Kenntnis des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik
und der Eigenschaften idealer Gase sowie einige mathematische Fertigkeiten vorausge-
setzt werden. Es wird sich jedoch zeigen, dass die in den folgenden Kapiteln angestellten
Uberlegungen unabhiingig vom Ergebnis dieses Abschnittes sind.

Bestimmt werden soll die Irreversibilitit der isochoren Temperaturerh6hung eines idea-
len Gases [ag(6o, V'), an(0n,V)]. Dabei wird zur Beschreibung die Ideale-Gas-Temperatur
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Mo

.
ag(8g.V) || €-21 (89,V) i @L"‘M’V V"‘MNWm][:,,) sty [ )

q 2
(81,0)

a)

€-aq(8q,V) ay (8g, V") e-ag 8y, V)

b)

ajy (Bp, V") €-ag (8p,V) < g (8y,V") | €-2p (8g,V )

Abbildung 2: Zuriickspulen der Temperaturerhohung von 6y auf #; durch Temperaturer-
hohung von 6y auf 6, mit Hilfe eines mechanischen Systems: a) Adiabatische Kompression
von System 1, b) Isochore Abkiihlung von System 2 und polytrope Expansion von System
1, ¢) Adiabatische Kompression von System 1

0 benutzt. Als Vergleichsprozess diene [ag(6y, V'), a1(01,V)]. Genauer soll also bestimmt
werden:

I[ag, ay]

I[ag, a1]

Das Berechnungsverfahren lehnt sich eng an die bisherige Argumentation an: Es wird
untersucht, wie oft die eine Temperaturerhéhung die andere mit Hilfe eines mechanischen
Systems zuriickspulen kann. Dazu wird die Groke einer Gasmenge 2 (£-n Mole im Volumen
¢ -V bestimmt, die durch die Erwirmung einer vorgegebenen Menge 1 desselben Gases
(n Mole im Volumen V') von 6y auf 6, abgekiihlt werden kann von 6; auf 6.

Das gestellte Problem konnte auch gelost werden durch die Berechnung einer peri-
odisch arbeitenden Warmekraftmaschine. Wir beschrinken uns hier jedoch auf die Er-
wiahnung dieses Verfahrens, weil es zwar die Verbindung zur iiblichen Entropieeinfiihrung
sichtbar machte — und dadurch den meisten Lesern vielleicht zunéichst vertrauter erschiene
—, es sich aber nicht so nahtlos in die hier entwickelte Argumentationskette eingliederte.

Die Mengen 1 und 2 eines idealen Gases seien adiabatisch in einem Zylinder einge-
schlossen. Durch ein mechanisches System M sei mittels eines beweglichen Kolbens das
Volumen von 1 verdnderbar, wihrend das Volumen von 2 aufgrund einer starren Trenn-
wand zwischen 1 und 2 konstant bleibt (Abb. 2).

Im Folgenden wird der Anfangszustand

CLQ(G(), V) o¢g - a1(91, V) o my
—_— — L~~~
System 1 System 2~ M

schrittweise quasistatisch — und damit reversibel — iiberfiihrt in den Endzustand

ah(ﬁh, V) og - ao(eo, V) O my
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1. Schritt (Abb. 2a)
1 und 2 sind durch eine adiabatische Wand getrennt. System 1 wird durch M so weit
komprimiert, dass sich seine Temperatur auf 6; erhoht:

CLQ(Q(), V) omq < a{)(el, V/) o Mmy.
Fiir V' gilt nach der entsprechenden Adiabatengleichung (k = ﬁ =Adiabatenkoeffizient,
C, und C, molare Wirmekapazititen bei isobarer bzw. isochorer Erwarmung)

V=V <@) o (3.1)
th
2. Schritt (Abb. 2b)

Die Trennwand wird warmedurchlissig gemacht. System 1 expandiert so weit, bis die
Temperatur von 1 und 2 auf §, abgenommen hat. 2 erfihrt dabei eine isochore Abkiihlung,
1 eine polytrope Expansion:

ag(61,V')oe-ay(61,V) omy <> ag(bo, V") o e - ag(fy, V) o ms.
V" kann durch Anwendung des 1. Hauptsatzes auf System 1 berechnet werden (R =
universelle Gaskonstante):
dU = dQ+dW

— nCydd = —c-n-C,dfd—pdV

nRo
= - Cydf — ——dV
c-n- v

= (1+)Cd(ng) + Rl V) = 0

9 v cv(1+s)
In— +1In =
< In ) + (V’) 0
< 90 . V”?T_; — ‘91‘//%

1+e
— V' =V (%) V(g;) . (32

Bei der Ableitung wurde die Zustandsgleichung fiir ideale Gase p-V = n- R-0) verwendet.
3. Schritt (Abb. 2c)
Beide Systeme sind jetzt wieder adiabatisch getrennt. System 1 wird durch M kom-
primiert, bis sich die Temperatur auf 8, erhoht hat:

ag (0, V") omg < ag (0, V") om
Da 1 adiabatisch komprimiert wird, gilt:

1
V" o— v (@) rt (3_3)
O

_ v(ZZ) (?Z) (3.4)
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Soll System 1 eine isochore Erwiarmung erfahren haben, muss gelten:

V/I/ — V
60\
() =
51n(ﬁ)+ln @) =0
‘90 h
ln(@h/(%)
111(01/00).

Mit diesem ¢ haben wir insgesamt

ao(0p,V)oe-ay(01,V)omy <> an(0p, V) oe-ag(by,V) omy.

Fiir die (adiabatische) Irreversibilitit der isochoren Erwirmung eines idealen Gases
gilt also

Tag, ap] = ¢ Ifag,ai]

1(00.01) _ 1(60,61)

In(0,/60) — In(6:/6o) (3.6)
— 10, 0) ~ m; (3.7)

4 Einfiihrung der Entropie

Im letzten Kapitel war die Bestimmung der Unumkehrbarkeit dadurch vereinfacht worden,
dass statt komplizierter Gesamtprozesse die Zustandsinderungen der beteiligten Systeme
betrachtet wurden. Eine weitere Vergrokerung der Ubersichtlichkeit kann folgendermafen
erreicht werden:

Um die Irreversibilitit beliebiger Prozesse eines Systems bestimmen zu kénnen, geniigt
es, die Irreversibilitdten der Zustandsdnderungen mit einem bestimmten Anfangszustand
zu kennen:

I[b, c] = I[b, ap] + I[ag, ¢| = I[ag,c] — I|ag, b] (4.1)

Dieser Umstand beruht entscheidend darauf, dass die Irreversibilitit so eingefiihrt
wurde, dass sie nur von Anfangs- und Endzustand eines Prozesses, nicht aber vom ,Weg*
abhéngt. Man kann also nach (4.1) die Irreversibilitédt ausdriicken als Differenz der Werte
einer Zustandsfunktion:

I[b,c] = S(c) — S(b). (4.2)

Die Zustandsfunktion S heift Entropie. Da geméf (4.2) nur Entropiedifferenzen de-
finiert sind, ist S fiir jedes System nur bis auf eine additive Konstante bestimmt, selbst
wenn [ durch Wahl der Einheit festgelegt ist. Das bedeutet, dass der Wert von S fiir einen
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beliebigen Zustand willkiirlich vorgegeben werden kann. Vergleich von (4.1) und (4.2) legt
nahe:
S(c) :=1Ilap,c] = S(ap) =0

Bisher kénnen nur Prozesse miteinander verglichen werden, die zusammen mit einem
mechanischen Prozess ablaufen konnen (also adiabatische Prozesse), d. h. insbesondere
solche geschlossener Systeme: Teilchenaustausch ist bisher ausgeschlossen.

Um zu einer naheliegenden Verallgemeinerung zu kommen, muss man sich klarmachen,
dass aus der Additivitit der Irreversibilitat — fast — die der Entropie folgt: Fiir beliebige
adiabatische Prozesse a = [ay, as] und 5 = [by, by| gilt namlich:

Ia®p) = I(a)+1(B)
< S(a/20b2) —S(alobl) = S(CLQ) —S(a1)+5(62) —S(bl)
< S((lgobg) —S(CLQ) —S(bg) = S((llobl) —S(al) —S(bl)

Da die beiden Seiten von verschiedenen Variablen abhingen, kann die Gleichung nur
richtig sein, wenn fiir beliebige Zusténde gilt:

S(aob) = S(a)+ S(b) + const.

Da die Entropie aber sowieso nur bis auf eine Konstante definiert ist, konnen wir diese
auch so wéhlen, dass gilt:
S(aob) = S(a)+ S(b). (4.3)

Die Bedeutung dieser Wahl kann man sich folgendermafsen klarmachen: Die Entropie
ist fiir jedes System bis auf eine Konstante bestimmt; diese kann fiir jedes System beliebig
gewihlt werden. Gleichung (4.3) bedeutet nun, dass mit der Festlegung des Entropienull-
punktes fiir ein System dieser damit auch fiir alle Vielfachen dieses Systems bestimmt
ist:

S(Eo,%,No) =0 <~ S(nEo,n%,nNo) =0 (44)

Aufgrund der Einfiihrung und der schon durchgefiihrten Uberlegungen und Experi-
mente konnen bereits folgende wichtige Aussagen iiber die Entropie gemacht werden:
Eigenschaften der Entropie

1. Die Entropie nimmt bei natirlichen Prozessen zu, oder: Die Entropie kann in abge-
schlossen Systemen nicht abnehmen.

2. Die Entropie nimmt bei adiabatischen Prozessen zu, oder: In einem adiabatisch ab-
geschlossenen System kann die Entropie nicht abnehmen.

3. Der Entropiezuwachs ist ein Maf fir die Irreversibilitit eines Prozesses.

(Diese Aussagen gelten definitionsgemafs.)
Einfache Schlussfolgerungen stellen folgende Aussagen dar:

4. Isometrische Energiezufuhr fiihrt zu Entropieerhohung:

S S
a—E>O = 6)—19>O' (4.5)

14



5. Fir die isotherme Dissipation mechanischer Energie (und damit fir Warmebdder)
gilt
AS = c(V)AE, (4.6)

wobei ¢(V) eine monoton fallende Funktion der Temperatur ist.

6. Fir isochore Temperaturinderungen idealer Gase gilt wegen (3.7)

AS(0y — 0) ~ n6/6,. (4.7)

Allerdings ist noch nicht ohne weiteres der Zusammenhang mit der {iblichen Definition
der Entropie iiber die Gleichung
erev

T

zu erkennen. Da eine ausfiihrliche Darstellung den Rahmen dieser Arbeit sprengen
wiirde (siehe dazu [4]), miissen hier einige kurze Andeutungen geniigen:

Gleichung (4.6) und die in dhnlicher Weise ausgewertete Irreversibilitdt der Wérme-
leitung legen es nahe, als Mak fiir die mit einer Energieinderung einhergehende Entro-
piedinderung eines Systems eine neue Grofe einzufithren — die absolute Temperatur 7' —,
die so zu einer aus Energie und Entropie abgeleiteten Grofe wird. Gleichung (4.8) ist
dann eine direkte Folge der Temperaturdefinition. Thre grofe praktische Bedeutung erhélt
die Gleichung jedoch erst durch den Zusammenhang zwischen absoluter Temperatur und
Temperatur des idealen Gases: Aus (4.7) folgt ndmlich die Proportionalitit der beiden
Temperaturbegriffe, so dass nach geeigneter Wahl der Entropieeinheit beide identifiziert
werden kénnen.

Aufgrund dieses Vorgehens stellt der Ausdruck (4.8) die Prézisierung eines Messver-
fahrens dar, das gezielt zur Beschreibung bestimmter Phanomene entwickelt wurde, wih-
rend sein Zusammenhang mit diesen Erfahrungen sonst meist — wenn iiberhaupt — erst
nachtriaglich anhand von Beispielen deutlich gemacht wird.

dsS =

(4.8)

5 Schlussbemerkungen

Die Entropie wurde, ausgehend von alltdglichen Phinomenen wie Reibung und Warmelei-
tung, ohne Verwendung hoherer Mathematik als eine GroRe eingefiihrt, deren Anderung
die Unumkehrbarkeit von Prozessen beschreibt. Dariiber hinaus wurde die Bedeutung der
idealen Gase fiir die Entwicklung des Entropiebegriffes angedeutet: Zwar ist zum Verstind-
nis von (4.8) eine genaue Kenntnis des Verhaltens idealer Gase notig; bei der Ableitung
der Begriffe ,Irreversibilitdt® und ,Entropie“ und vieler darauf beruhender Folgerungen
braucht diese Kenntnis aber nicht vorausgesetzt zu werden. Dieser Umstand macht es
moglich, einen wichtigen Teil der Argumente bereits in der Sekundarstufe I zu entwickeln.

Mit der klassischen Darstellung der Thermodynamik vertraute Leser werden die ex-
plizite Erwihnung des 2. Hauptsatzes vermissen. Seine Bedeutung sei deshalb noch kurz
verdeutlicht:

Die folgenden zwei Aussagen bilden die entscheidende empirische Basis der hier ent-
wickelten Argumentation:
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1. Von zwei beliebigen natiirlich irreversiblen Prozessen kann mindestens einer den
anderen zuriickspulen.

2. Natiirlich irreversible Prozesse konnen sich nicht beliebig hdufig zuriickspulen. Mit
anderen Worten: Ein Prozess muss mindestens teilweise ablaufen, um einen irrever-
siblen Prozess zuriickzuspulen.

Auf Aussage 1 beruht die Universalitit der Irreversibilitdtsmessung; Aussage 2 stellt
sicher, dass die Messung immer zu endlichen Ergebnissen fiihrt.

Aufgrund dieser Aussagen kann der Entropiebegriff entwickelt werden. Um den entste-
henden Begriffsapparat aber auf die Wirklichkeit anwenden zu konnen, miissen Aussagen
dariiber gemacht werden, welche Prozesse irreversibel sind. Der 2. Hauptsatz stellt das Er-
gebnis entsprechender Untersuchungen dar: Danach ist eine ganz bestimmte Klasse von
Prozessen irreversibel. In traditionellen Darstellungen kann man nachlesen, wie daraus
die Trreversibilitit anderer Prozessklassen gefolgert werden kann (Aquivalenz verschiede-
ner Formulierungen des 2. Hauptsatzes).

Ist man nicht so sehr an einem axiomatischen Aufbau interessiert — und diesen Stand-
punkt nehmen wir in diesem Aufsatz ein, weil wir ihn in der Schule fiir angemessen halten
—, kann man von der ,offensichtlichen Unumkehrbarkeit bestimmter Prozesse ausgehen.
In diesem Sinne haben wir hier die Irreversibilitit von Dissipations- und Warmeleitungs-
vorgangen vorausgesetzt.

Zur Darstellung weiterer Anwendbarkeit der Begriffe fehlte leider der Platz. Sie soll
deshalb in zwei abschliefsenden Bemerkungen angedeutet werden:

1. Zum Einstieg in die chemische Thermodynamik bietet sich die Elektrochemie an:
Die Irreversibilitiat chemischer Reaktionen wird dadurch verglichen, dass diese sich
in elektrochemischen Zellen gegenseitig zuriickspulen.

2. Zentrale Aussage der Veranschaulichung des Entropiebegriffes durch Ordnungsvor-
stellungen ist folgender Satz: ,Spontane Entstehung von Ordnung wird immer kom-
pensiert durch Entstehung von Unordnung®. Die Verbindung zum hier verwendeten
Begriff des Zuriickspulens ist offensichtlich.
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