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Im Untershied zur üblihen Entropieeinführung wird hier ein Begri�sapparat

entwikelt, mit dem es möglih ist, die Entropie ohne Kenntnis der Thermo-

dynamik idealer Gase als Maÿ für die Unumkehrbarkeit (Irreversibilität) na-

türliher Vorgänge zu begreifen. Die Autoren ho�en, dadurh ein Verständnis

der Entropie in der Shule zu ermöglihen, das der übergreifenden Bedeutung

dieses Konzeptes gereht wird.

1 Einleitung

Trotz ihrer groÿen Bedeutung in allen Naturwissenshaften wird die Entropie in der Shule

bisher nur selten überhaupt erwähnt. Ihre Behandlung gilt als zu shwierig. Das mag daran

liegen, dass die bisherigen Vorshläge zur Einführung ausgehen von der Eigenshaft der

Entropie, bei reversiblen Vorgängen unverändert zu bleiben. Dadurh wird niht nur das

Verständnis der überragenden Stellung der Entropie ershwert, sondern insbesondere der

Bezug dieser Gröÿe zur Lebenswelt vershleiert: Shlieÿlih gibt es in der Natur keine

reversiblen Prozesse.

In einem vorangegangenen Aufsatz [1℄ haben wir deshalb dafür plädiert, die Entro-

pie als eine Gröÿe einzuführen, die geeignet ist, Ordnung in eine groÿe Klasse alltäglih

erfahrbarer Phänomene zu bringen. Wir gingen dabei aus von der o�ensihtlihen Un-

umkehrbarkeit spontaner Prozesse. Die Beobahtung, dass vershiedene solher Prozesse

sih gegenseitig dazu veranlassen können, entgegen der spontanen Rihtung abzulaufen,

nahmen wir als Hinweis für die untershiedlihe Stärke der Unumkehrbarkeit, für die ein

quantitatives Maÿ entwikelt wurde. Die Messung der Irreversibilität eines Prozesses be-

stand shlieÿlih aus der Untersuhung, wie oft dieser einen anderen irreversiblen Prozess

�zurükspulen� kann.

Die dabei benutzten Ausdrüke � insbesondere �Prozess�, �Irreversibilität eines Pro-

zesses�, �mehrmaliges Ablaufen� und �Zurükspulen von Prozessen� � bedürfen noh der

Erläuterung, zumal sih ihre Bedeutung zum Teil entsheidend vom üblihen Sprahge-

brauh untersheidet. Ziel dieses Aufsatzes ist deshalb die Entwiklung eines Begri�sap-

parates (in Anlehnung an R. Giles [2℄), eine Präzisierung der Argumentationskette und

die Andeutung der Beziehungen zum üblihen Vorgehen. Dabei zeigt sih, dass höhere

Mathematik und die Kenntnis der Thermodynamik idealer Gase erst bei der Behandlung

der absoluten Temperatur benötigt werden, also keine Voraussetzung für die Entropieein-

führung darstellen.
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Abbildung 1: Addition von Zuständen

2 Präzisierung der Begri�e

2.1 Vereinigung von Zuständen

Um das mehrfahe Ablaufen von Prozessen beshreiben zu können, muss zunähst die

Summe zweier Zustände erklärt werden:

Zwei Systeme A und B können betrahtet werden als ein einziges System C. Be�nden
sih die Einzelsysteme in den Zuständen a und b, dann shreibt man für den Zustand des

zusammengesetzten Systems c = a ◦ b (Abb. 1).

2.2 Übergehen eines Zustandes in einen anderen

Wenn sih der Zustand eines Systems A innerhalb eines gewissen Zeitintervalls ändert,

sagt man, ein natürliher Prozess habe stattgefunden. Im allgemeinen wehselwirkt A in

dieser Zeit mit anderen Systemen. Man betrahtet dann A als Teil eines gröÿeren isolierten

Systems I. Dabei ist es möglih, dass bei einigen Teilen von I Anfangs- und Endzustand

übereinstimmen.

Man sagt, ein System sei an einem Prozess beteiligt, wenn sih Anfangs- und Endzu-

stand untersheiden.

Wenn es einen natürlihen Prozess gibt, an dem nur ein System A mit den

Zuständen a1 und a2 beteiligt ist, dann shreiben wir a1 → a2 und sagen �a1
geht über in a2�.

Um shreiben zu können a1 → a2, muss also entweder A während des Prozesses isoliert

bleiben, oder, wenn das niht der Fall ist, dürfen sih die Zustände der Umgebung vor und

nah dem Prozess niht untersheiden. Wenn also a1 → a2 gilt, dann haben die Zustände

a1 und a2 insbesondere dieselbe Energie und dieselben Teilhenzahlen (bzw. Mengen).

Es muss hier betont werden, dass die Relation �→� nur eine Beziehung zwishen Zu-

ständen darstellt, niht aber der Kennzeihnung irgendwelher �Prozessrealisierungen�

dient: Man shreibt nämlih shon a1 → a2, wenn es eine Prozessrealisierung gibt, unab-

hängig davon, ob es noh andere gibt.
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2.3 Prozesse

Ein (formaler) Prozess ist ein geordnetes Paar von Zuständen. Prozesse shreiben al-

so niht bestimmte Realisierungen vor, sondern lediglih Anfangs- und Endzustände, d.

h. Zustandsänderungen. Wir shreiben sie deshalb als Zustandspaare in ekige Klammern

und kennzeihnen sie mit kleinen griehishen Buhstaben. Zustände werden durh kleine

lateinishe Buhstaben gekennzeihnet und � wenn nötig � durh einen Index für das be-

trahtete System und Angabe der zugehörigen Werte der Zustandsgröÿen in Klammern

näher erläutert.

Beispiel

Bei der isenergetishen Expansion eines Gases (G) ändert sih nur das Volumen V , niht
aber Energie E und Menge n des Gases. Dieser Prozess wird deshalb folgendermaÿen

beshrieben:

α = [aG(E, V, n), a′G(E, V +∆V, n)].

Die konstanten Zustandsgröÿen werden oft auh fortgelassen:

α = [aG(V ), a′G(V +∆V )].

Prozesse werden untershieden nah ihrem Verhalten gegenüber �→�: Ein Prozess heiÿt

• natürlih, wenn a → b,

• natürlih reversibel, wenn a → b und b → a, und

• natürlih irreversibel, wenn a → b und b 6→ a.

Prozesse werden in naheliegender Weise addiert:

Be�nden sih am Anfang eines Prozesses die Systeme A und B in den Zuständen a
und b und zum Shluss in den Zuständen a′ und b′, dann haben die Systeme die Prozesse

α = [a, a′] und β = [b, b′] durhlaufen. Den Gesamtprozess bezeihnen wir mit

α⊕ β = [a ◦ b, a′ ◦ b′].

Beispiel

Bei dem Prozess α: �Dissipation mehanisher Energie� ändert sih der Anfangszustand

am eines mehanishen Systems in den Endzustand a′m durh Abnahme der Anfangs-

energie Em um einen gewissen Betrag ∆E. Gleihzeitig verändert sih der Zustand eines

thermishen Systems von bt nah b′t dadurh, dass ohne Formveränderung seine Energie

E um ∆E � und damit seine Temperatur ϑ um ∆ϑ � zunimmt. Der Prozess α kann

also zerlegt werden in zwei Teilprozesse, nämlih den Prozess αm: �Energieabnahme eines

mehanishen Systems� und den Prozess αt: �isohore Energiezunahme eines thermishen

Systems�:
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α = [am(Em) ◦ bt(E, ϑ), a′m(Em −∆E) ◦ b′t(E +∆E, ϑ+∆ϑ)]

= [am(Em), a′m(Em −∆E)]⊕ [bt(E, ϑ), b′t(E +∆E, ϑ+∆ϑ)]

= αm ⊕ αt.

Läuft ein natürlih irreversibler Prozess mit einem anderen Prozess zusammen ab, so

kann es vorkommen, dass der Gesamtprozess weniger irreversibel ist als der Einzelprozess

� im Grenzfall vershwindender Irreversibilität sogar reversibel.

Beispiel: Isotherme (isenergetishe) Expansion eines idealen Gases.

1. Der Prozess ist natürlih irreversibel, weil er allein ablaufen kann (freie Expansion)

und niht allein zurükläuft:

aG(E, V, ϑ) → a′G(E, V +∆V, ϑ)

2. Bei gleihzeitigem Entzug von Wärme aus einem Wärmebad der Temperatur ϑ und

Zufuhr von Energie auf ein mehanishes System kann der Gesamtprozess natürlih

reversibel sein:

aG(E, V, ϑ) ◦wϑ(Ew) ◦m(Em) ↔ a′G(E, V +∆V, ϑ) ◦w′

ϑ(Ew −∆E) ◦m′(Em +∆E).

�Reversibelmahen eines Prozesses α� bedeutet das Au�nden anderer Prozesse, die

zusammen mit α einen natürlih reversiblen Prozess bilden.

2.4 Messung der natürlihen Irreversibilität

Wir hatten einen Prozess α stärker irreversibel genannt als einen Prozess β, wenn α β
�zurükspulen� kann (in Zeihen: �α → β�). Nun lässt sih genau beshreiben, was damit

gemeint ist:

Der Prozess, zu dessen Beginn ein System A im Anfangszustand von α und ein System

B im Endzustand von β vorliegt und nah dessen Ablauf A den Endzustand von α, B
aber den Anfangszustand von β angenommen hat, ist natürlih, läuft also von allein ab;

oder kürzer: α bildet zusammen mit der Umkehrung von β (sie wird mit −β bezeihnet)

einen natürlihen Prozess:

α → β ⇐⇒ [a, a′] → [b, b′]
Def

⇐⇒ a◦b′ → a′◦b ⇐⇒ α⊖β ist ein natürliher Prozess.

Die De�nition nimmt damit folgende Form an:

Messung der natürlihen Irreversibilität

1. I ′(α) = I ′(β) ⇔ α ↔ β ⇔ α⊖ β ist natürlih reversibel,

2. I ′(α) = z · I ′(β) ⇔ α ↔ z · β ⇔ α⊖ z · β ist natürlih reversibel, z ∈ Z
∗
.
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Zur Verdeutlihung wenden wir dieses Messverfahren noh einmal auf die isotherme

Dissipation mehanisher Energie an. Sie wurde shon in [1℄ ausführlih diskutiert mit

dem Ergebnis, dass die natürlihe Irreversibilität (sie wurde in [1℄ nur mit �Irreversibili-

tät� bezeihnet) solher Prozesse zur �verlorenen� mehanishen Energie ist. Mit dem jetzt

erreihten Argumentationsniveau lässt sih eine vollständige Begründung für dieses Er-

gebnis geben, das damals aufgrund der alleinigen Betrahtung des mehanishen Systems

aufgestellt wurde:

Beispiel

Sei α der Prozess �Isotherme Dissipation der mehanishen Energie ∆E in einem Wärme-

bad der Temperatur ϑ�:

α = [am(Em) ◦ wϑ(Ew), a′m(Em −∆E) ◦ w′

ϑ(Ew +∆E)]

Der Prozess β untersheide sih von α nur durh den doppelt so groÿen Energieumsatz:

β = [am(Em) ◦ wϑ(Ew), a′′m(Em − 2∆E) ◦ w′′

ϑ(Ew + 2∆E)]

Dass β α genau zweimal zurükspulen kann, kann man sih folgendermaÿen überlegen:

Wenn αzweimal zurükläuft, wird dem Wärmebad genauso viel Energie entzogen, wie

ihm beim Ablaufen von β zugeführt wurde. Insgesamt ist dann das Wärmebad gar niht

beteiligt, und der zusammengesetzte Prozess ist die Energieübertragung zwishen zwei

mehanishen Systemen. Ein solher Prozess ist natürlih reversibel, läuft also in beiden

Rihtungen �von selbst� ab. Das heiÿt aber gerade, dass β α zweimal zurükspulen kann

und dass α zweimal ablaufen muss, um β zurükspulen zu können. Formal sieht dieser

Gedankengang folgendermaÿen aus:

β ↔ α

⇐⇒ [am ◦ wϑ, a′′m ◦ w′′

ϑ] ↔ 2[am ◦ wϑ, a′m ◦ w′

ϑ]

⇐⇒ am ◦ wϑ ◦ 2a
′

m ◦ 2w′

ϑ ↔ a′′m ◦ w′′

ϑ ◦ 2am ◦ 2wϑ

Da das Zusammenfügen zweier Wärmebäder gleiher Temperatur wieder ein Wärme-

bad ergibt, kann diese Aussage folgendermaÿen vereinfaht werden:

2a′m ◦ wϑ(2Ew + 2∆E) ↔ a′′m ◦ am ◦ wϑ(2Ew + 2∆E)

⇐⇒ 2a′m(Em −∆E) ↔ a′′m(Em − 2∆E) ◦ am(Em).

Die letzte Aussage beinhaltet die Reversibilität des Energieaustaushes zwishen me-

hanishen Systemen, ist also rihtig � und damit auh die Behauptung.

Verallgemeinerung der Argumentation ergibt:

Die natürlihe Irreversibilität der Dissipation mehanisher Energie ist bei

konstanter Temperatur proportional zur dissipierten Energie. Die Proportio-

nalitätskonstante nimmt mit wahsender Temperatur monoton ab.

Der zweite Teil der Aussage ergab sih shon früher [1℄.
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3 Erweiterung der Irreversibilitätsmessung auf adiaba-

tishe Prozesse

Bisher wurden die Irreversibilitäten von Gesamtprozessen gemessen, wie z. B. der Tem-

peraturannäherung zwishen zwei Körpern aufgrund von Wärmeleitung. Da es sehr viele

solher Prozesse gibt, müssten sehr viele Messungen durhgeführt werden, um für alle an-

geben zu können, wie stark unumkehrbar sie sind. Ökonomisher wäre es, wenn man den

Zustandsänderungen der beteiligten Systeme einzeln Irreversibilitäten zuordnen und die

Irreversibilität des Gesamtprozesses additiv aus denen der Zustandsänderungen der be-

teiligten Systeme zusammensetzen könnte: Um beispielsweise den Austaush der Energie

∆E zwishen zwei Körpern A und B aufgrund von Wärmeleitung für je fünf vershie-

dene Anfangstemperaturen ϑA und ϑB der beiden Körper zu untersuhen, brauhte man

dann statt der bisher erforderlihen 25 Messungen (für die möglihen Kombinationen der

Anfangstemperaturen) nur deren zehn (nämlih fünf für jeden Körper). Hier tritt jedoh

folgende Shwierigkeit auf: Bisher können Irreversibilitäten nur von natürlihen, und das

heiÿt insbesondere isenergetishen, Prozessen bestimmt werden. Die Zustandsänderung

der an solhen natürlihen Prozessen beteiligten Systeme sind aber i. a. niht isenerge-

tish. Im Gegenteil: Die meisten natürlihen Vorgänge bestehen in einem Energieaustaush

zwishen Systemen.

Formal haben wir also folgende Situation: Die Zerlegung

I ′[a1 ◦ b1, a2 ◦ b2] = I ′[a1, a2] + I ′[b1, b2]

ist i. A. niht möglih.

3.1 Mehanishe Systeme und Prozesse

Das Ziel ist also die Bestimmung der Irreversibilität von mit Energieänderung verbunde-

nen Prozessen. Es stellt sih damit die Frage, wie man die Energie eines Systems ändern

kann, ohne dass auÿerhalb etwas Unumkehrbares passiert.

Dafür kann sih aber bereits an dieser Stelle ein Gefühl entwikelt haben, z. B. anhand

folgender Experimente [3℄:

1. Bei dem Vergleih der Irreversibilitäten isothermer Drukänderungen von (idealen)

Gasen werden zunähst durh die Expansion eines Gases Gewihtsstüke gehoben,

die dann ihrerseits die Kompression eines anderen Gases bewirken.

2. Zum Vergleih der Irreversibilitäten hemisher Reaktionen kann man diese in elektro-

hemishen Zellen ablaufen lassen, mit einer Reaktion also elektrishe Energie ge-

winnen, mit der die zweite zurükgespult wird.

Bei vielen Irreversibilitätsmessungen wird also die Energie zunähst auf ein mehanishes

(bzw. elektrishes) System übertragen und dann von diesem wieder abgegeben.

Das führt auf die Betrahtung (bzw. die Wiederholung) der Eigenshaften mehani-

sher (bzw. elektrisher) Systeme mit folgenden Eigenshaften:

1. Natürlihe Prozesse mehanisher Systeme sind reversibel.
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2. Zu jedem mit Energieänderung verbundenen mehanishen Prozess kann man einen

zweiten mehanishen Prozess �nden, so dass beide zusammen �von selbst� ablaufen,

nah 1 also reversibel sind.

3. Die Übertragung von Energie von einem beliebigen System A auf ein mehanishes

System M ist umkehrbar in folgendem Sinne: Energie, die im Rahmen eines na-

türlihen Prozesses von A auf M übertragen wurde, kann so wieder von M an A
abgegeben werden, dass der zusammengesetzte Prozess natürlih ist. Oder einfa-

her ausgedrükt: Ein mehanishes System kann alle ihm übertragene Energie �von

allein� wieder abgeben.

Die so eingeführten mehanishen Systeme stellen eine Idealisierung an bestimmten

Systemen gemahter Erfahrungen dar. In der Praxis können Systeme als mehanish be-

trahtet werden, wenn die durh sie (z. B. durh Reibung) verursahten Irreversibilitäten

im Rahmen der angestrebten Genauigkeit vernahlässigt werden können.

3.2 Messverfahren für die (adiabatishe) Irreversibilität

Diese Eigenshaften mehanisher Systeme legen es nahe, die beim Irreversibilitätsver-

gleih mit Energieänderungen verbundenen Prozessen notwendige Energieanpassung mit

Hilfe von mehanishen Prozessen vorzunehmen. Ausgedrükt als Messverfahren für die

(adiabatishe) Irreversibilität (der Zusatz �adiabatish� wird meist fortgelassen):

1. Gleihheit: Zwei Prozesse sind gleih irreversibel, wenn sie sih mit Hilfe einer Zu-

standsänderung eines mehanishen Systems gegenseitig zurükspulen können.

Formal: I[a1, a2] = I[b1, b2] ⇐⇒

Es gibt einen mehanishen Prozess µ mit Anfangszustand m1 und Endzustand m2,

so dass gilt:

a1 ◦ b2 ◦m1 ↔ a2 ◦ b1 ◦m2 ⇐⇒ α⊖ β ⊕ µ ist natürlih reversibel.

2. Vielfahheit: Ein Prozess α heiÿt doppelt so irreversibel wie ein Prozess β, wenn
α β mit Hilfe eines mehanishen Prozesses zweimal zurükspulen kann und wenn

umgekehrt β zweimal ablaufen muss, um α mittels eines mehanishen Prozesses

zurükspulen zu können.

Formal: I[a1, a2] = 2I[b1, b2] ⇐⇒

Es gibt einen mehanishen Prozess µ mit Anfangszustand m1 und Endzustand m2,

so dass gilt:

a1 ◦ 2b2 ◦m1 ↔ a2 ◦ 2b1 ◦m2

oder allgemein:

I[a1, a2] = z · I[b1, b2] ⇐⇒

Es gibt einen mehanishen Prozess µ, mit dem gilt:

α⊖ z · β ⊕ µ ist natürlih reversibel.
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Da mit dem bisherigen Verfahren die natürlihen Irreversibilitäten aller natürlihen

Prozesse und ihrer Umkehrungen gemessen werden konnten (vgl. [1℄), können mit Hilfe

des neuen Messverfahrens o�enbar alle die Prozesse (bzw. ihre Umkehrungen) miteinander

verglihen werden, die zusammen mit einem mehanishen Prozess �von selbst� ablaufen.

Solhe Prozesse nennen wir adiabatish:

Ein Prozess heiÿt adiabatish ((adiabatish) irreversibel, (adiabatish) rever-

sibel), wenn er zusammen mit einem mehanishen Prozess einen natürlihen

(natürlih irreversiblen, natürlih reversiblen) Prozess bildet.

Diese De�nition der Adiabasie dekt sih fast, aber niht ganz mit der üblihen: So

ist nah dieser De�nition die isohore Temperaturerhöhung eines Systems ein adiabati-

sher Prozess, während die Eigenshaft der Adiabasie übliherweise von der Art der Ener-

giezufuhr abhängt. Dieser leihte Bedeutungswandel ist nötig, damit Prozesse weiterhin

eindeutig durh Anfangs- und Endzustand harakterisiert sind.

Mit den eingeführten Bezeihnungen kann die De�nition der (adiabatishen) Irrever-

sibilität folgendermaÿen aufgeshrieben werden:

Irreversibilitätsmessung

1. I(α) > I(β) ⇐⇒ α⊖ β ist irreversibel,

2. I(α) = z · I(β) ⇐⇒ α⊖ z · β ist reversibel.

3.3 Folgerungen aus dem Messverfahren

Die folgenden Eigenshaften der Irreversibilität folgen direkt aus der De�nition:

1. Aufgrund der Eigenshaften mehanisher Systeme läuft das neue Messverfahren

darauf hinaus, allen mehanishen Zustandsänderungen � auh denen, die mit Ener-

gieänderung verbunden sind � die Irreversibilität null zuzuordnen.

2. Verabredet man für beide Messverfahren denselben Einheitsprozess, dann stimmen

für jeden natürlihen Prozess beide Irreversibilitätsmaÿe überein.

3. Aus 1. und 2. folgt: Die Irreversibilität eines adiabatishen Prozesses ist gleih der

natürlihen Irreversibilität des zugehörigen natürlihen Prozesses.

Die Bedeutung der Irreversibilität soll am Beispiel der mit Temperaturerhöhung ver-

bundenen Dissipation mehanisher Energie erläutert werden:

Beispiel

Sei α der Prozess �Dissipation der mehanishen Energie∆E an einem Körper der Anfang-

stemperatur ϑ0�, bei dem sih also die Energie eines mehanishen Systems M zugunsten

einer entsprehenden isohoren Energiezunahme (und damit Temperaturerhöhung) eines

thermishen Systems T verringert:
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α = [a(E, ϑ0) ◦m(Em), a1(E +∆E, ϑ0 +∆ϑ) ◦m1(Em −∆E)]

= [a(E, ϑ0), a1(E +∆E, ϑ0 +∆ϑ)]⊕ [m(Em), m1(Em −∆E)]

= αt ⊕ αm

1) Die Zustandsänderung von T bildet also zusammen mit der Energieabnahme von

M den natürlih irreversiblen Prozess �Dissipation mehanisher Energie�. Mit anderen

Worten:

Die Temperaturerhöhung eines Körpers ist ein irreversibler Prozess.

2) Der Prozess β untersheide sih von α nur durh einen gröÿeren Energieumsatz

∆E ′ > ∆E ( =⇒ ∆ϑ′ > ∆ϑ):

β = [a(E, ϑ0), a2(E +∆E ′, ϑ0 +∆ϑ′)]⊕ [m(Em), m2(Em −∆E ′)]

= βt ⊕ βm.

β kann α o�enbar zurükspulen: Wenn nämlih zunähst die Energie ∆E ′
von M auf

T und anshlieÿend ∆E von T auf M übertragen wird, dann ist im Ende�ekt die Energie

∆E ′ − ∆E > 0 in T dissipiert worden. βt kann also αt durh den mehanishen Prozess

βm ⊖ αm (�Energieabnahme von M um ∆E ′ − ∆E�) zurükspulen, d. h. βt ist stärker

irreversibel als αt.

Formal ergibt sih dieses Ergebnis folgendermaÿen:

β ⊖ α = [a(E, ϑ0) ◦ a1(E +∆E, ϑ0 +∆ϑ), a2(E +∆E ′, ϑ0 +∆ϑ′) ◦ a(E, ϑ0)]

⊕m(Em) ◦m1(Em −∆E), m2(Em −∆E ′) ◦m(Em)]

= [a1(E +∆E, ϑ0 +∆ϑ), a2(E +∆E ′, ϑ0 +∆ϑ)]⊕ [m1(Em −∆E), m2(Em −∆E ′)]

= (β1 ⊖ αt)⊕ (βm ⊖ αm).

β ⊖ α stellt also die natürlih irreversible Dissipation der Energie ∆E ′ − ∆E dar; d.

h. aber gerade, dass βt ⊖ αt irreversibel ist und damit β1 stärker irreversibel als αt. .

Bei fester Anfangstemperatur ist die Temperaturerhöhung eines Körpers um

∆ϑ umso stärker irreversibel, je gröÿer ∆ϑ ist.

3) Der Prozess γ untersheide sih von α durh den doppelt so groÿen Energieum-

satz (und damit durh eine doppelt so groÿe Temperaturerhöhung von T ). Nah 2) ist γ
stärker irreversibel als α. Dass γ aber weniger als doppelt so irreversibel ist, kann man

sih folgendermaÿen überlegen: Wenn α zweimal in natürliher Rihtung und γ einmal

entgegengesetzt dazu abläuft, kann man erreihen, dass M an dem Gesamtprozess gar

niht beteiligt ist.

Drei Exemplare von T liegen anfänglih mit den Temperaturen ϑ0, ϑ0 und ϑ0 + 2∆ϑ0

und shlieÿlih mit ϑ0, ϑ+∆ϑ und ϑ0 + ∆ϑ0 vor. Diese Zustandsänderung läuft durh

Wärmeleitung von selbst ab, an der ein Exemplar von T mit der Anfangstemperatur ϑ0
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niht beteiligt ist. Der Prozess αt kann also γt durh zweimaliges Ablaufen zurükspulen

(sogar ohne Hilfe eines mehanishen Prozesses!). D. h. 2αt ist stärker irreversibel als γt
, und damit ist γt weniger als zweimal so stark irreversibel wie αt. Das ist auh das, was

man anshaulih erwartet: Dissipation einer bestimmten Energiemenge (hier: 2∆E) ist
umso irreversibler, je kleiner die bewirkte Temperaturerhöhung ist.

Formal:

2α⊖ γ = 2αt ⊖ γt ⊕ (2αm ⊖ γm)

= [2a(E, ϑ0) ◦ a3(E + 2∆E, ϑ0 + 2∆ϑ), 2a1(E +∆E, ϑ0 +∆ϑ0) ◦ a(E, ϑ0)]

⊕[2m(Em) ◦m3(Em − 2∆E), 2m1(Em −∆E) ◦m(Em)].

2α⊖γ stellt also den Temperaturausgleih zwishen gleihen Körpern mit den Tempe-

raturen ϑ0 und ϑ0 + 2∆ϑ verbunden mit einem Energieaustaush zwishen mehanishen

Systemen dar. 2α⊖ γ ist also natürlih irreversibel und damit 2αt ⊖ γt irreversibel.
In diesem Spezialfall kann man auh kürzer argumentieren: 2αt ⊖ γt ist ein Tempe-

raturausgleihsprozess und damit natürlih irreversibel. 2αt ⊖ γt ist deshalb insbesondere

(adiabatish) irreversibel. Das Ergebnis ist auÿerdem eine Folge von 4.

Verallgemeinerung der Argumentation ergibt:

Bei fester Anfangstemperatur ist die Irreversibilität der Temperaturerhöhung

eines Körpers eine konvexe Funktion von ∆ϑ.

4) Shon früher hatten wir gesehen, dass die natürlihe Irreversibilität der Energiedissi-

pation mit abnehmender Temperatur wähst [1℄. Der Satz war zwar nur für die isotherme

Dissipation formuliert worden, die Ableitung war jedoh allgemeiner. Der Sahverhalt

kann jetzt folgendermaÿen formuliert werden:

Die Erhöhung der Temperatur eines Körpers um ∆ϑ ist umso stärker irrever-

sibel, je niedriger die Anfangstemperatur des Körpers ist.

Die wesentlihen Charakteristika des bekannten Verhaltens

∆S = C ln
T0 +∆T

T0

haben sih so ohne Mathematik allein aufgrund der Eigenshaften mehanisher Systeme

und der natürlihen Irreversibilität der Wärmeleitung ergeben.

3.4 Isohore Temperaturerhöhung idealer Gase

Um die Tragfähigkeit der bisherigen Begri�sbildung zu demonstrieren, soll anhand ei-

nes bekannten Beispieles gezeigt werden, wie quantitative Ergebnisse abgeleitet werden

können. Bei dem Beispiel müssen die Kenntnis des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik

und der Eigenshaften idealer Gase sowie einige mathematishe Fertigkeiten vorausge-

setzt werden. Es wird sih jedoh zeigen, dass die in den folgenden Kapiteln angestellten

Überlegungen unabhängig vom Ergebnis dieses Abshnittes sind.

Bestimmt werden soll die Irreversibilität der isohoren Temperaturerhöhung eines idea-

len Gases [a0(θ0, V ), ah(θh, V )]. Dabei wird zur Beshreibung die Ideale-Gas-Temperatur
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Abbildung 2: Zurükspulen der Temperaturerhöhung von θ0 auf θ1 durh Temperaturer-

höhung von θ0 auf θh mit Hilfe eines mehanishen Systems: a) Adiabatishe Kompression

von System 1, b) Isohore Abkühlung von System 2 und polytrope Expansion von System

1, ) Adiabatishe Kompression von System 1

θ benutzt. Als Vergleihsprozess diene [a0(θ0, V ), a1(θ1, V )]. Genauer soll also bestimmt

werden:

I[a0, ah]

I[a0, a1]

Das Berehnungsverfahren lehnt sih eng an die bisherige Argumentation an: Es wird

untersuht, wie oft die eine Temperaturerhöhung die andere mit Hilfe eines mehanishen

Systems zurükspulen kann. Dazu wird die Gröÿe einer Gasmenge 2 (ε·nMole im Volumen

ε · V bestimmt, die durh die Erwärmung einer vorgegebenen Menge 1 desselben Gases

(n Mole im Volumen V ) von θ0 auf θh abgekühlt werden kann von θ1 auf θ0.
Das gestellte Problem könnte auh gelöst werden durh die Berehnung einer peri-

odish arbeitenden Wärmekraftmashine. Wir beshränken uns hier jedoh auf die Er-

wähnung dieses Verfahrens, weil es zwar die Verbindung zur üblihen Entropieeinführung

sihtbar mahte � und dadurh den meisten Lesern vielleiht zunähst vertrauter ershiene

�, es sih aber niht so nahtlos in die hier entwikelte Argumentationskette eingliederte.

Die Mengen 1 und 2 eines idealen Gases seien adiabatish in einem Zylinder einge-

shlossen. Durh ein mehanishes System M sei mittels eines beweglihen Kolbens das

Volumen von 1 veränderbar, während das Volumen von 2 aufgrund einer starren Trenn-

wand zwishen 1 und 2 konstant bleibt (Abb. 2).

Im Folgenden wird der Anfangszustand

a0(θ0, V )
︸ ︷︷ ︸

System 1

◦ ε · a1(θ1, V )
︸ ︷︷ ︸

System 2

◦ m1
︸︷︷︸

M

shrittweise quasistatish � und damit reversibel � überführt in den Endzustand

ah(θh, V ) ◦ ε · a0(θ0, V ) ◦m4
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1. Shritt (Abb. 2a)

1 und 2 sind durh eine adiabatishe Wand getrennt. System 1 wird durh M so weit

komprimiert, dass sih seine Temperatur auf θ1 erhöht:

a0(θ0, V ) ◦m1 ↔ a′0(θ1, V
′) ◦m2.

Für V ′
gilt nah der entsprehenden Adiabatengleihung (κ = Cp

Cv
=Adiabatenkoe�zient,

Cp und Cv molare Wärmekapazitäten bei isobarer bzw. isohorer Erwärmung)

V ′ = V

(
θ0
θ1

) 1
κ−1

(3.1)

2. Shritt (Abb. 2b)

Die Trennwand wird wärmedurhlässig gemaht. System 1 expandiert so weit, bis die

Temperatur von 1 und 2 auf θ0 abgenommen hat. 2 erfährt dabei eine isohore Abkühlung,

1 eine polytrope Expansion:

a′0(θ1, V
′) ◦ ε · a1(θ1, V ) ◦m2 ↔ a′′0(θ0, V

′′) ◦ ε · a0(θ0, V ) ◦m3.

V ′′
kann durh Anwendung des 1. Hauptsatzes auf System 1 berehnet werden (R =

universelle Gaskonstante):

dU = dQ+ dW

⇐⇒ nCvdθ = −ε · n · Cvdθ − pdV

= −ε · n · Cvdθ −
nRθ

V
dV

⇐⇒ (1 + ε)Cvd(ln θ) +Rd(lnV ) = 0

⇐⇒ ln
θ0
θ1

+ ln

(
V ′′

V ′

) R
Cv(1+ε)

= 0

⇐⇒ θ0 · V
′′
κ−1
1+ε = θ1V

′
κ−1
1+ε

⇐⇒ V ′′ = V ′

(
θ1
θ0

) 1+ε
κ−1

= V

(
θ1
θ0

) ε
κ−1

. (3.2)

Bei der Ableitung wurde die Zustandsgleihung für ideale Gase p ·V = n ·R ·θ) verwendet.
3. Shritt (Abb. 2)

Beide Systeme sind jetzt wieder adiabatish getrennt. System 1 wird durh M kom-

primiert, bis sih die Temperatur auf θh erhöht hat:

a′′0(θ0, V
′′) ◦m3 ↔ a′′′0 (θh, V

′′′) ◦m4.

Da 1 adiabatish komprimiert wird, gilt:

V ′′′ = V ′′

(
θ0
θh

) 1
κ−1

(3.3)

= V

(
θ1
θ0

) ε
κ−1

(
θ0
θh

) 1
κ−1

. (3.4)

12



Soll System 1 eine isohore Erwärmung erfahren haben, muss gelten:

V ′′′ = V

⇐⇒

(
θ1
θ0

) ε
κ−1

(
θ0
θh

) 1
κ−1

= 1

ε ln

(
θ1
θ0

)

+ ln

(
θ0
θh

)

= 0

⇐⇒ ε =
ln(θh/θ0)

ln(θ1/θ0)
. (3.5)

Mit diesem ε haben wir insgesamt

a0(θ0, V ) ◦ ε · a1(θ1, V ) ◦m1 ↔ ah(θh, V ) ◦ ε · a0(θ0, V ) ◦m4.

Für die (adiabatishe) Irreversibilität der isohoren Erwärmung eines idealen Gases

gilt also

I[a0, ah] = ε · I[a0, a1]

⇐⇒
I(θ0, θh)

ln(θh/θ0)
=

I(θ0, θ1)

ln(θ1/θ0)
(3.6)

⇐⇒ I(θ0, θ) ∼ ln
θ

θ0
. (3.7)

4 Einführung der Entropie

Im letzten Kapitel war die Bestimmung der Unumkehrbarkeit dadurh vereinfaht worden,

dass statt komplizierter Gesamtprozesse die Zustandsänderungen der beteiligten Systeme

betrahtet wurden. Eine weitere Vergröÿerung der Übersihtlihkeit kann folgendermaÿen

erreiht werden:

Um die Irreversibilität beliebiger Prozesse eines Systems bestimmen zu können, genügt

es, die Irreversibilitäten der Zustandsänderungen mit einem bestimmten Anfangszustand

zu kennen:

I[b, c] = I[b, a0] + I[a0, c] = I[a0, c]− I[a0, b] (4.1)

Dieser Umstand beruht entsheidend darauf, dass die Irreversibilität so eingeführt

wurde, dass sie nur von Anfangs- und Endzustand eines Prozesses, niht aber vom �Weg�

abhängt. Man kann also nah (4.1) die Irreversibilität ausdrüken als Di�erenz der Werte

einer Zustandsfunktion:

I[b, c] = S(c)− S(b). (4.2)

Die Zustandsfunktion S heiÿt Entropie. Da gemäÿ (4.2) nur Entropiedi�erenzen de-

�niert sind, ist S für jedes System nur bis auf eine additive Konstante bestimmt, selbst

wenn I durh Wahl der Einheit festgelegt ist. Das bedeutet, dass der Wert von S für einen
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beliebigen Zustand willkürlih vorgegeben werden kann. Vergleih von (4.1) und (4.2) legt

nahe:

S(c) := I[a0, c] =⇒ S(a0) = 0

Bisher können nur Prozesse miteinander verglihen werden, die zusammen mit einem

mehanishen Prozess ablaufen können (also adiabatishe Prozesse), d. h. insbesondere

solhe geshlossener Systeme: Teilhenaustaush ist bisher ausgeshlossen.

Um zu einer naheliegenden Verallgemeinerung zu kommen, muss man sih klarmahen,

dass aus der Additivität der Irreversibilität � fast � die der Entropie folgt: Für beliebige

adiabatishe Prozesse α = [a1, a2] und β = [b1, b2] gilt nämlih:

I(α⊕ β) = I(α) + I(β)

⇐⇒ S(a2 ◦ b2)− S(a1 ◦ b1) = S(a2)− S(a1) + S(b2)− S(b1)

⇐⇒ S(a2 ◦ b2)− S(a2)− S(b2) = S(a1 ◦ b1)− S(a1)− S(b1).

Da die beiden Seiten von vershiedenen Variablen abhängen, kann die Gleihung nur

rihtig sein, wenn für beliebige Zustände gilt:

S(a ◦ b) = S(a) + S(b) + const.

Da die Entropie aber sowieso nur bis auf eine Konstante de�niert ist, können wir diese

auh so wählen, dass gilt:

S(a ◦ b) = S(a) + S(b). (4.3)

Die Bedeutung dieser Wahl kann man sih folgendermaÿen klarmahen: Die Entropie

ist für jedes System bis auf eine Konstante bestimmt; diese kann für jedes System beliebig

gewählt werden. Gleihung (4.3) bedeutet nun, dass mit der Festlegung des Entropienull-

punktes für ein System dieser damit auh für alle Vielfahen dieses Systems bestimmt

ist:

S(E0, V0, N0) = 0 ⇐⇒ S(nE0, nV0, nN0) = 0 (4.4)

Aufgrund der Einführung und der shon durhgeführten Überlegungen und Experi-

mente können bereits folgende wihtige Aussagen über die Entropie gemaht werden:

Eigenshaften der Entropie

1. Die Entropie nimmt bei natürlihen Prozessen zu, oder: Die Entropie kann in abge-

shlossen Systemen niht abnehmen.

2. Die Entropie nimmt bei adiabatishen Prozessen zu, oder: In einem adiabatish ab-

geshlossenen System kann die Entropie niht abnehmen.

3. Der Entropiezuwahs ist ein Maÿ für die Irreversibilität eines Prozesses.

(Diese Aussagen gelten de�nitionsgemäÿ.)

Einfahe Shlussfolgerungen stellen folgende Aussagen dar:

4. Isometrishe Energiezufuhr führt zu Entropieerhöhung:

∂S

∂E
> 0 ⇐⇒

∂S

∂ϑ
> 0. (4.5)
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5. Für die isotherme Dissipation mehanisher Energie (und damit für Wärmebäder)

gilt

∆S = c(ϑ)∆E, (4.6)

wobei c(ϑ) eine monoton fallende Funktion der Temperatur ist.

6. Für isohore Temperaturänderungen idealer Gase gilt wegen (3.7)

∆S(θ0 → θ) ∼ ln θ/θ0. (4.7)

Allerdings ist noh niht ohne weiteres der Zusammenhang mit der üblihen De�nition

der Entropie über die Gleihung

dS =
dQrev

T
(4.8)

zu erkennen. Da eine ausführlihe Darstellung den Rahmen dieser Arbeit sprengen

würde (siehe dazu [4℄), müssen hier einige kurze Andeutungen genügen:

Gleihung (4.6) und die in ähnliher Weise ausgewertete Irreversibilität der Wärme-

leitung legen es nahe, als Maÿ für die mit einer Energieänderung einhergehende Entro-

pieänderung eines Systems eine neue Gröÿe einzuführen � die absolute Temperatur T �,

die so zu einer aus Energie und Entropie abgeleiteten Gröÿe wird. Gleihung (4.8) ist

dann eine direkte Folge der Temperaturde�nition. Ihre groÿe praktishe Bedeutung erhält

die Gleihung jedoh erst durh den Zusammenhang zwishen absoluter Temperatur und

Temperatur des idealen Gases: Aus (4.7) folgt nämlih die Proportionalität der beiden

Temperaturbegri�e, so dass nah geeigneter Wahl der Entropieeinheit beide identi�ziert

werden können.

Aufgrund dieses Vorgehens stellt der Ausdruk (4.8) die Präzisierung eines Messver-

fahrens dar, das gezielt zur Beshreibung bestimmter Phänomene entwikelt wurde, wäh-

rend sein Zusammenhang mit diesen Erfahrungen sonst meist � wenn überhaupt � erst

nahträglih anhand von Beispielen deutlih gemaht wird.

5 Shlussbemerkungen

Die Entropie wurde, ausgehend von alltäglihen Phänomenen wie Reibung und Wärmelei-

tung, ohne Verwendung höherer Mathematik als eine Gröÿe eingeführt, deren Änderung

die Unumkehrbarkeit von Prozessen beshreibt. Darüber hinaus wurde die Bedeutung der

idealen Gase für die Entwiklung des Entropiebegri�es angedeutet: Zwar ist zum Verständ-

nis von (4.8) eine genaue Kenntnis des Verhaltens idealer Gase nötig; bei der Ableitung

der Begri�e �Irreversibilität� und �Entropie� und vieler darauf beruhender Folgerungen

brauht diese Kenntnis aber niht vorausgesetzt zu werden. Dieser Umstand maht es

möglih, einen wihtigen Teil der Argumente bereits in der Sekundarstufe I zu entwikeln.

Mit der klassishen Darstellung der Thermodynamik vertraute Leser werden die ex-

plizite Erwähnung des 2. Hauptsatzes vermissen. Seine Bedeutung sei deshalb noh kurz

verdeutliht:

Die folgenden zwei Aussagen bilden die entsheidende empirishe Basis der hier ent-

wikelten Argumentation:
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1. Von zwei beliebigen natürlih irreversiblen Prozessen kann mindestens einer den

anderen zurükspulen.

2. Natürlih irreversible Prozesse können sih niht beliebig häu�g zurükspulen. Mit

anderen Worten: Ein Prozess muss mindestens teilweise ablaufen, um einen irrever-

siblen Prozess zurükzuspulen.

Auf Aussage 1 beruht die Universalität der Irreversibilitätsmessung; Aussage 2 stellt

siher, dass die Messung immer zu endlihen Ergebnissen führt.

Aufgrund dieser Aussagen kann der Entropiebegri� entwikelt werden. Um den entste-

henden Begri�sapparat aber auf die Wirklihkeit anwenden zu können, müssen Aussagen

darüber gemaht werden, welhe Prozesse irreversibel sind. Der 2. Hauptsatz stellt das Er-

gebnis entsprehender Untersuhungen dar: Danah ist eine ganz bestimmte Klasse von

Prozessen irreversibel. In traditionellen Darstellungen kann man nahlesen, wie daraus

die Irreversibilität anderer Prozessklassen gefolgert werden kann (Äquivalenz vershiede-

ner Formulierungen des 2. Hauptsatzes).

Ist man niht so sehr an einem axiomatishen Aufbau interessiert � und diesen Stand-

punkt nehmen wir in diesem Aufsatz ein, weil wir ihn in der Shule für angemessen halten

�, kann man von der �o�ensihtlihen� Unumkehrbarkeit bestimmter Prozesse ausgehen.

In diesem Sinne haben wir hier die Irreversibilität von Dissipations- und Wärmeleitungs-

vorgängen vorausgesetzt.

Zur Darstellung weiterer Anwendbarkeit der Begri�e fehlte leider der Platz. Sie soll

deshalb in zwei abshlieÿenden Bemerkungen angedeutet werden:

1. Zum Einstieg in die hemishe Thermodynamik bietet sih die Elektrohemie an:

Die Irreversibilität hemisher Reaktionen wird dadurh verglihen, dass diese sih

in elektrohemishen Zellen gegenseitig zurükspulen.

2. Zentrale Aussage der Veranshaulihung des Entropiebegri�es durh Ordnungsvor-

stellungen ist folgender Satz: �Spontane Entstehung von Ordnung wird immer kom-

pensiert durh Entstehung von Unordnung�. Die Verbindung zum hier verwendeten

Begri� des Zurükspulens ist o�ensihtlih.
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